Ejercicios de Analisis Matematico — Desigualdades

Desigualdades entre polinomiosSupongamos que(x) es una funcién polinémica de una variable,
y queremos calcular para qué valores de la variatse verifica quep(x) > 0.

Para ello lo que vamos a hacer es calcular las solucionessréalla ecuaciop(x) = 0, es decir,
lasraicesreales del polinomig(x). Esto solamente puede hacerse en casos sencillos. El midesrfte
es cuand(x) es un polinomio con coeficientes que son nimeros enterogftiente del término
de mayor grado es igual a 1, porque entonces las raftesasde p(x) deben ser divisores del término
independiente.

Ejemplo. Calcula para qué valores dese verifica que—6 — 19x + 28x2 4 2x3 — 6x* + x> > 0.

Solucion.Por lo antes dicho, las raiceaterasdel polinomio
p(x) = —6—19x + 28x2 + 2x% — 6x* + x°
solamente pueden sep, —3, -2, —1, 1,2, 3, 6. Tenemos que:
p(=6) <0, p(=3) =—480, p(=2) =0, p(=1) =32, p(1) =0, p(2) =20, p(3) =0, p(6) > 0.

Por tanto,—2, 1 y 3 son las Unicas raicemnterasde p(x). Dividiendo por Rufini obtenemos que
p(x) = (x + 2)(x — I)(x — 3)(x? — 4x — 1). Calculamos ahora las raices del trinomio de segundo
gradox? —4x — 1, que resultan ser =2 — /5y B =2 + /5.

Ordenamos ahora todas las raices de menor a mayor. Teniendemsta qué < /5 < 3, resulta
que—-2 <a < 1 <3 < B. Tenemos que:

p(x)=(x+2)(x —a)(x - D(x =3)(x - p)
Deducimos que:

x <—2 =— p(x) < 0porque es producto de cinco himeros negativos.

—2<x<a = p(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y cuatro negativos.
a<x<l = p(x) <0porque es producto de dos nimeros positivos y tres negativos
l<x<3 = p(x)> 0porque es producto de tres niUmeros positivos y dos negativos
3<x<pB = p(x)<0porque es producto de cuatro nimeros positivos y uno negativ

B <x = p(x)> 0porque es producto de cinco nUmeros positivos.
Del estudio anterior se deduce que:

{(xeR: p(x) > 0} =] — 2,2 — V/3[U]1, 3[U] — 2 + /5, +o9].

Si nos piden estudiar para qué valores de la variabke verifica una desigualdad del tipo
p(x) < ¢q(x), dondep(x) y ¢(x) son funciones polindmicas, basta observar que la desiatdedd
p(x) <g(x)y q(x)— p(x) > 0 son equivalentes y que(x) — p(x) es una funcion polinémica por
lo que podemos seguir el mismo procedimiento anterior.
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Observacion. Si a > 0, las desigualdades > 0y b > 0 son equivalentes y también son equivalentes
las desigualdades > 0y b > 0. Podemos usar este hecho para simplificar el estudio del dgnna
funcién polinémica.

Por ejemplo, sea la funcién polindmipax) = (x +2)* (x + 1)>x(x — 1)’ (x —=4)®(x2 +x + 1). Se
trata de calcular para qué valoresxdeR se verifica quep(x) > 0. Comop(x) se anula en los puntos
—2,-1,0,1,4 enlo que sigue consideraremos ques distinto de todos ellpss decir, que(x) # 0.
Tenemos entonces que + 1)> > 0, (x —4)® > 0y x + x + 1 es un trinomio con discriminante
negativo y cuyo coeficiente del términd es positivo, por lo que se verifica qué + x + 1 > 0 para
todox eR (de hechoc? + x + 1 = (x + 1/2)%2 + 3/4 > 0), deducimos que la desigualdadx) > 0
es equivalente & + 2)3x(x — 1)’ > 0.

Fijate que lo que hemos hecho ha spescindir de las raices de orden péa raiz—1 de orden
2 y la raiz4 de ordens). También podemos prescindir de los trinomios con discramie negativo y
coeficiente dec? positivo.

Podemos simplificar mas teniendo en cuenta(guie2) x (x —1)> =(x+2)? (x +2)x (x—1)*(x—1)
yque(x +2)2 > 0y (x — 1)* > 0. Por tanto la desigualdaa + 2)3x(x — 1)° > 0 es equivalente
a(x +2)x(x —1) > 0. Pongamog(x) = (x + 2)x(x — 1). Hemos obtenido queara valores dex
distintos de-2, —1,0, 1, 4 la desigualdagh(x) > 0 es equivalente &(x) > 0. Pero esta Ultima es muy
facil de estudiar. Asi, sin olvidar que estamos considevandistinto de—2, —1, 0, 1, 4, obtenemos:

x <=2 —> ¢(x) < 0 (producto de tres nimeros negativos) = p(x) < 0.
—2<x<0,x#—-1 =— ¢q(x)> 0 (producto de un nimero positivo y dos negativos) =— p(x) > 0.
0<x<l1 —> ¢(x) < 0 (producto de dos nimeros positivos y uno negativosy}= p(x) < 0.
1<x,x#4 —> ¢(x) > 0 (producto de tres nimeros positivos) = p(x) > 0.

Hemos obtenido que:

{xeR: p(x) > 0}=]—2,—1[U] = 1, 0[U]1, 4[U]4, +o0].
Es facil deducir de lo anterior el siguiente resultado.

Una funcién polindmica cambia de signo en las raices reatesrden impar y no cambia
de signo en las raices de orden par.

Naturalmente, si lo que se quiere es calcular para qué gallere € R se verifica quep(x) = 0
basta afadir al resultado anterior los puntos en los quelda pfx).

Desigualdades entre funciones racionaleSupongamos que(x) Y ¢(x) son funciones polinémicas
de una variable, y queremos calcular para qué valores deikbieax se verifica quc%x)) > 0. Se
q(x

supone que los polinomigs(x) y ¢(x) no tienen factores comunes.

. . . X . .
En estos ejercicios basta observar que la desigu > 0 es equivalente a la desigualdad
X

q
p(x)q(x) > 0, la cual ya sabemos resolver porguier )¢ (x) es una funcion polinémica.
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Ejemplo. Calcula para qué valores dec R se verifica la siguiente desigualdad.
x?—4x =2
x3+1
Solucién.Sabemos que al multiplicar una desigualdad por un nimertvoose obtiene otra desigual-
dad equivalente a la dada. Por tantas gib son nimeros reales cén# 0, tenemos que:

> 0.

%>0<=)%b2=ab>0.

En consecuencia, como debe sér+ 1 + 0, la desigualdad del enunciado es equivalente a:
h(x) = (x> —4x =2)(x* +1) > 0.

Las raices dé son las soluciones de las ecuaciones
x?—4x—-2=0, x4+ 1=0.

Las soluciones de la primera ecuacién son:

QZ%ZZ_\/& B =

La segunda ecuacidn tiene una solucion evidente,—1. Dividiendo por Rufini resulta:

4+ 24
%:H\/E.

X Hl=x+DEE-x+1)
El trinomiox? — x + 1 tiene discriminante negativo y coeficientexfepositivo por lo que es siempre
positivo,x? — x 4+ 1 > 0 para todox e R. Tenemos que:
h(x) = (x —a)(x = B)(x + (x> =x + 1) > 0 = p(x) = (x + )(x —a)(x — B) > 0.
Como—1 < « < B, deducimos que:

x <—-1 = p(x) < 0 porgue es producto de tres nUmeros negativos.
—l<x<a = p(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
a<x<pB = p(x)<0porque es producto de dos nimeros negativos y uno positivo.
B <x =— p(x)> 0porque es producto de tres nimeros positivos.

Concluimos que la desigualdad del enunciado es cierta péoeeg dex en] — 1, «[U]8, +o0. ©

Comentarios. Este tipo de ejercicios también pueden hacerse estudiardseparado los intervalos
en donde el numerador o el denominador son siempre positis@npre negativos. Creo que con esa
forma de proceder es mas facil cometer errores.

No olvides simplificar siempre que sea posible. Por ejenglap simplificas la expresién =
4 — /24

5 no podras comparar facilmentecon—1, y necesitas poderlo hacer para ordenar las raices.

Igualdades o desigualdades en las que intervienen valorelssolutos

En general, para resolver igualdades o desigualdades epdamtervienen valores absolutos se
deben considerar todos los casos posibles para quitar lmesabsolutos que aparecen. Ademas de
esta regla general, las siguientes observaciones puedétiles
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e Igualdades del tipd f(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(x)]. Como consecuencia de la desigualdad trian-
gular, laigualdad f'(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(x)| es equivalente a la desigualdadx)g(x) = 0.

e Unaigualdad del tipd /' (x)| = |g(x)| es equivalente a la igualdad (x))? = (g(x))?; y también es
equivalente a que se verifique alguna de las igualdgdes$ = g(x) o f(x) = —g(x).

e Una igualdad del tipo| f(x)| = g(x) es equivalente a que se verifique alguna de las igualdades
f(x) =g(x) o f(x)=—g(x),yademas que se verifiqgéx) = 0.

¢ Una desigualdad del tippf (x)| < |g(x)| es equivalente a la desiguald@ti(x))? < (g(x))>.

e Una desigualdad del tipdf(x)| < |g(x)| también puede estudiarse calculando los valores de
para los que se da la igualddd'(x)| = |g(x)|, es decir, los puntos en que se anula la funcién
h(x) =|f(x)| — |g(x)|. Estos puntos determinan intervalos en los que la funkign tiene signo
constanté

e Una desigualdad del tipof(x)| < g(x) es equivalente a que se verifiqguen las dos desigualdades
—g(x) < f(x) < g(x), y ademas que se verifiqgéx) = 0.

e Una desigualdad del tipdpf(x)| = g(x) se verifica para los valores detales queg(x) < 0;y
para aquellos valores depara los quez(x) = 0 es equivalente a que se verifique alguna de las dos
desigualdadeg(x) < —g(x), f(x) = g(x).

Observacion.Las reglas anteriores se aplican exactamente igual paasdagles o desigualdades en
las que intervienen mas de una variable.

Por ejemplo, una igualdad del tigg'(x, y) + 2(z)| = | f(x, y)| + |h(z)| es equivalente a la de-
sigualdadf (x, y)h(z) = 0. Es posible que esta Ultima desigualdad no pueda simpséican cuyo caso
debemos dejarla indicada tal como esté.

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdafic? — 6x + 8| = x — 2.

Solucién. La primera condicién que debe cumplirse es gque 2 = 0, esto esy = 2. Parax < 2 la
igualdad del enunciado no puede darse nunca. Supuesto®ela igualdad del enunciado equivale
a que se verifique alguna de las igualdades:

a) x> —6x +8=x—2, b) x?—6x+8=—x+2

La igualdad a) es? — 7x + 10 = 0, cuyas soluciones sdhy 5. La igualdad b) es? — 5x + 6 =0,
cuyas soluciones sdhy 3. Observa que todas las soluciones obtenidas son mayoraslesgjue.
Concluimos que la igualdad del enunciado es cierta pat&, x =3y x = 5. ©

. . - . -2 1
Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la de&gualda}j%‘ > 2"
X< — 22X —

1Suponemos que las funciongsy g son continuas, en cuyo caso, esto es consecuencia del tedesolzano que estudia-
remos pronto.
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Solucion.La desigualdad del enunciado equivale a que se verifiquaalde las desigualdades:

x—2 1 b) x -2 1
7>_, 7<__
x2—-2x—-1" 2 x2—-2x—1 2

La desigualdad a) es equivalente a:

a)

x—=2 1 —x%2+4x-3
L T T T e (P A= —2x — 1) > 0
X2 _2x—1 2 2(:2—2x—1) (=x" +dx =3 —2x =)

Calculando las raices de los dos trinomios obtenemos que csdenadas de menor a mayor,
{1 —V2,1,1 + /2, 3}. Son todas ellamices imparesle ordenl (raicessimple$, por lo que el poli-

nomio p(x) = (—x2 + 4x —3)(x> — 2x — 1) cambia de signo en todas elld&Acilmente se ve que para
x < 1 —+/2 se tiene que(x) < 0. Deducimos que:

p(x) <0 paratodox €] — oo, 1 —+/2]
p(x) > 0 paratodox €]l —+/2,1]
p(x) <0 paratodox €]l,1 + v2[
p(x) > 0 paratodox €]l + +/2,3|
p(x) <0 paratodox €]3, +oof
Concluimos que la desigualdad a) se verifica pagl — +/2, 1[U]1 + +/2, 3].
Anélogamente se obtiene que la desigualdad b) se verifiearpar— /5, 1 — v/2[U]V/5, 1 + V2.

Finalmente, la desigualdad del enunciado se verifica para

x €] — /5,1 = V2[U]l — V2, 1[UIV5, 1 4+ V2[U]1 + v/2.3].

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdad

[x% +3x — 9| =|x? + x — 6] + |2x — 3].

Solucion.Poniendof (x) = x2 4+ x — 6 y g(x) = 2x — 3, la igualdad del enunciado se escribe como
| (x) + g(x)|=]| f(x)|+|g(x)|, igualdad que equivale A(x) g (x)=0, es decil(x2 +x—6)(2x—3) =0.
Calculando las raices del trinomio tenemos que

(x> +x—6)(2x —3) =2(x + 3)(x — 2)(x — 3/2).

Por tanto,f(x)g(x) es un polinomio cuyas raices;3,3/2, 2}, son simples y, por tanto, cambia de
signo en todas ellas. Deducimos facilmente que la desigddl@i) g (x) =0 se verifica si-3<x <3/2,
osix=2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desigualdda® — 6x + 5| > |x% 4 2x — 5.

Solucion. Empezamos calculando los puntos en que se verificagxfue 6x + 5| = |x2 + 2x — 5|.
Puesto que dos numeros tienen igual valor absoluto si safeigo son opuestos, esta igualdad equivale
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a que se verifique alguna de las dos igualdades6x +5=x2+42x—5,x2—6x +5=—(x>+2x—5).
La primera solamente se verifica para= 5/4 y la segunda para = 0 y x = 2. Deducimos que la
funcioni(x) =|x2 — 6x + 5|—|x2 + 2x — 5| tiene signo constante en los intervalesx, 0, 0, 5/4],
15/4,2[y 12, +o0[. Tenemos que:

h(-1)=6 = h(x) > 0paratodax €] — o0, 0[
h(l)=-2 =— h(x) < 0 paratodaox €]0,5/4]
h(3/2)=3/2 =— h(x) > 0paratodox €]5/4,2]
h(3)=—-6 = h(x) <0 paratodax €]2, +o0[
Por tanto, la desigualdad del enunciado se verifica pate) o paras/4 < x < 2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desigualdad-x + |x — 1]| < 2.

Solucion.La desigualdad del enunciado es equivalente a las dos déddgies-2 < —x+|x — 1| < 2,

gue son equivalentessa— 2 < |x — 1| < x + 2. La segunda de estas desigualdades solamente puede
darse siv > —2. Supongamos que2 < x < 1. Entonces se tiene qye — 1| = 1 — x, por lo que las
desigualdades anteriores son en este gas® < 1 — x < x + 2, que equivalen a3 < —2x < 1,

es decir—1 < 2x < 3,0 bien—1/2 < x < 3/2. No podemos olvidar que hemos usado gue 1,

por lo que la condicion obtenida quedd/2 < x < 1. Parax > 1 se tiene queéx — 1| = x — 1, por

lo que las desigualdades anteriores son en estexcasb< x — 1 < x + 2, que se cumplen siempre.
Concluimos que la desigualdad del enunciado es ciertaxpara-1/2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la siguiente desigualdad.
|x + 1] + |x% —3x + 2| < 4.
Solucion.Puesto quer? — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2), tenemos que
x4+ 1]+ [x2=3x+2|=|x+ 1|+ |(x = Dx=2)| = |x+ 1| + |x = 1]|x = 2|.

Para controlar los valores absolutos consideraremos para#o los casos < —1, -1 < x < 1,
l<x<2yx>2.

e Parax < —1tenemosx + 1|+ |x — 1||x =2|=—x—14+ (1 —x)(2—x) =x% —4x + 1. Por tanto,
la desigualdad del enunciadoxes—4x + 1 < 4, es decirx? —4x — 3 < 0. Es facil comprobar que
parax < —1 se verifica quec? — 4x — 3 > 0. Por tanto, para < —1 la desigualdad del enunciado
es siempre falsa.

e Para—1 < x < Itenemogx + 1|+ |x —1||x = 2| =x + 1 + (1 —x)(2 — x) = x> — 2x + 3. Por
tanto, la desigualdad del enunciado@s— 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de
este trinomio son — +/2'y 1 4+ +/2. Es inmediato comprobar qué — 2x — 1 < 0 equivale a que
1—+/2<x <1442 Como—1 < 1—+/2 < 1, concluimos que la desigualdad del enunciado es
vélida paral — /2 < x < 1.
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e Paral < x < 2tenemodx + 1| + [x —1||lx =2 =x+ 1+ (x - 12— x) = —x? +4x — 1.
Por tanto, la desigualdad del enunciado-es + 4x — 1 < 4, es decirx?> —4x + 5 > 0. Este
trinomio no tiene raices reales, por tanto se verificaxfue 4x + 5 > 0 para todax € R (observa
quex? —4x + 5= (x —2)2 4+ 1 > 0). Concluimos que la desigualdad del enunciado es valida par
l<x<2.

e Parax > 2tenemosgx + 1| + |x — 1]||x —2| =x + 1 + (x — 1)(x — 2) = x> — 2x + 3. Por tanto,
la desigualdad del enunciado &% — 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de este
trinomio sonl — /2y 1 + /2. Es inmediato comprobar qu&® — 2x — 1 < 0 equivale a que
1—+/2<x <14 +/2.Como2 < 1 + +/2, concluimos que la desigualdad del enunciado es vélida
para2 < x < 1 + /2.

Parax =—1 la desigualdad no se verifica. Para- 1 y x =2 la desigualdad se verifica. Concluimos
que la desigualdad se verifica para v2 < x < 1 + /2. ©
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